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边坡落石运动轨迹计算新方法 

杨海清，周小平 

（重庆大学 土木工程学院，重庆 400045） 
 

摘  要：考虑落石形状对落石运动轨迹的影响，将落石近似成椭圆形。根据落石运动的 5 种常见形式，即自由落体运动、斜

抛运动、碰撞、滑动和滚动，分别得到了各种运动形式的运动速度计算公式。在碰撞阶段考虑了地面的弹塑性变形，得到了

与碰撞前速度、落石形状和地面材料有关的恢复系数计算公式，并根据接触力学的有关理论得到了碰撞冲击力的计算公式，

给出了落石连续滚动的判别条件。将理论公式应用于重庆万州首立山落石运动轨迹预测，验证了理论公式的可行性和有效性。 
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A new approach to calculate trajectory of rockfall  
 

YANG Hai-qing，ZHOU Xiao-ping 
（College of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China） 

 

Abstract: In order to take the effects of the profile on the trajectory of rockfall into account, the boulder is approximately supposed to 
be elliptic. According to the five common forms of rockfall, containing rolling, slide, collision, freely falling body movement and 
parabolic motion, the formulae to calculate the velocity of different kinds of motion are proposed respectively. When the boulder 
collide with earth, the elastoplastic deformations of earth are considered. Coefficient of restitution, which relates to the velocity 
before collision, the shape of boulder and geomaterial of earth, is presented. Moreover the impulse force due to collision are obtained 
on the basis of contact mechanics. Besides, the criterion of continuous rolling is put forward. Finally, an illustrative example is given 
to show the capability of the presented model to predict the rockfall trajectory of Shoulishan in Wanzhou of Chongqing. 
Key words: elliptic boulder; elastoplastic collision; coefficient of restitution; movement trajectory 
 

1  引  言 

边坡落石系指：悬崖或陡坡上个别岩块在自重

或外力作用下突然脱离母岩体而急剧地下落的现

象。落石是一种突发性的地质灾害，虽然其规模不

如滑坡巨大，但落石发生往往很突然，同样能造成

巨大的损失。落石运动是一种极其复杂的运动，影

响边坡落石运动轨迹的主要因素有：边坡的形状、

边坡坡面的地质力学性质、落石的大小、形状等[1－3]。

落石本身及地面的条件是多样的，落石的运动形式

也是多种多样的，要实现落石运动轨迹的精确计算

存在很大的困难。现实中落石与边坡坡面碰撞的受

力情况具有很大的不确定性，这使得落石的运动轨

迹计算变得非常复杂。国外有文献用概率的方法来

描述模型的输入参数，对于落石的大小、初始速度

矢量这样的参数不是采用确定的值，而是给出一个

概率分布的函数，用这样的手段来反映这种不确定

性[4－5]。国内对落石运动的分析多采用一些简单经

验公式，如罗依尼维里教授提出的落石运动轨迹预

测公式和根据牛顿碰撞理论建立的计算公式[6－7]。

这些公式往往靠一个综合参数来代表多个影响因

素，参数选取颇为困难，而且这些计算公式大多是

将落石近似成圆形，无法考虑落石形状对落石运动

轨迹的影响。 
本文基于接触力学和运动学理论，将落石近似

成椭圆形，提出了落石运动轨迹预测新的计算公式，

将落石运动分为 5 种形式：自由落体运动、斜抛运

动、碰撞、滑动和滚动，实际中的落石为其中某几
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种运动形式的组合。本文的落石碰撞过程采用了接

触力学的分析方法，考虑面接触的情况，不仅可以

计算碰撞后的速度，而且可以计算碰撞产生的最大

冲击力，为工程设防提供了理论依据。 

2  落石运动计算 

图 1 表示落石的典型运动轨迹，本文将落石运

动分为 5 种形式：自由落体运动、斜抛运动、碰撞、

滑动和滚动。根据运动学原理分别得到了每一种运

动形式的速度计算公式。落石的实际运动轨迹即为

这 5 种运动形式的组合。 
 

 

 

 

 

 
图 1  落石典型运动路径 

Fig.1  Typical trajectory of rockfall 
 
2.1  自由落体阶段 

当岩块脱离母岩，只在重力作用下自由坠落时，

或者在只有一定的初始角速度时，如危岩突然倾倒

破坏后坠落。如果忽略空气阻力的作用，角速度在

坠落过程中保持不变，则落石的速度为 

1 12v gh                 （1） 

式中： 1h 为自由落体的高度； g 为重力加速度。 
2.2  碰撞过程 

落石与坡面接触碰撞过程是落石运动学计算的

重点和难点。本文的碰撞计算以 Hertz 接触力学为

基础，假定落石为刚体，碰撞时地面只发生法向变

形，切向不发生变形。将碰撞过程分为两个阶段，

即压缩阶段和回弹阶段。压缩阶段指落石从与地面

接触到压缩地面产生最大的弹塑性变形过程；回弹

阶段指地面从最大弹塑性变形位置弹性恢复至残余

塑性变形位置的过程。首先定义恢复系数为碰撞后

质心的速度与碰撞前质心速度之比，然后将速度沿

接触面分解为法向和切向，分别计算恢复系数。 
2.2.1 法向恢复系数计算 

（1）法向弹塑性变形 

根据 Hertz（1882 年）[8]弹性碰撞理论，落石与

地面发生弹性碰撞时，接触区的应力分布函数 ( )p r
和接触区半径 a 分别为 

 
1

2 2

m 1 rp r p
a

     
   

          （2） 

1
33

4
FRa
E

   
 

              （3） 

21
EE







               （4） 

m 2
3

2
Fp
a




              （5） 

式中：F 为作用在接触区中心的集中荷载，与凹陷

深度有关； r 为距接触区中心的距离；R 为落石与

地面接触区中心的曲率半径；E  和 分别为地面接

触区岩土材料的弹性模量和泊松比。 
Johnson（1985 年）[9]提出了接触区中心地面凹

陷深度 与荷载 F 的关系： 
1

2 2 3

2
9

16
a F
R RE


 

   
 

 

        
3
24

3
F E R                （6） 

使地面接触处恰好达到塑性的落石临界碰撞速

度为 yV ，接触中心的荷载为 yF ，此时落石的动能

全部转化为地面的弹性应变能为 

y

5
y2

y 20

81 d
2 15

E
mV F

R
 

         （7） 

式中：m 为落石的质量； y 为临界半径。 

联立式（2）、（3），有： 

y
y 2

Rp
E




                （8） 

式中： yp 为接触面材料屈服应力，可根据试验确定。 

将式（8）代入式（7），有： 

 
1

2 53 2
2

y y
8

2 15
RV p

E m
     

   
      （9） 

根据 Thornton（1998 年）[10－11]的研究，如图 2
所示，当接触区应力超过屈服点应力后（AB 段），

接触区中心集中荷载 F 与凹陷深度 αy 有如下线性

关系： 

终点

起点

L1 L2

h2

h1

h3

1

2
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y y y( )F F p R                （10） 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

图 2   碰撞过程集中力与凹陷深度的关系 
Fig.2  Force-displacement relationship during collision[9] 

 
该直线延长线与纵坐标轴交点为 0F ，超过屈服

点的切线刚度为 

N y y2K Rp E            （11） 

Thornton（1998 年）[10－11]的研究表明，在回弹

阶段起点由于塑性变形其曲率半径 Rp 要大于弹性

接触时的曲率半径 R ，根据接触区长度 a相等的原

则，定义等效弹性集中力为 eF ，由式（3）得 

p eR F RF               （12） 

3
2

e 1
4
3

F E R             （13） 

式中： F 为达到最大凹陷深度时的集中力。 
由图 2 中线段 AB，根据式（11），有： 

0
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0 y y y2
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F F Ea
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           （14） 

将式（14）代入式（3）和式（6），有： 

y
0 2

F
F                  （15） 

则有： 
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联立式（12）、（13）、（17），得 

3
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y

24
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F FER
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         （18） 

由等效弹性集中力得到回弹阶段集中力的计算

公式为 

1 3
2 2

p p
4 ( ) ( )
3

F E R            （19） 

根据式（19）可以计算碰撞冲击力。 
（2）恢复系数计算 
设落石与地面接触前的速度为 iV ，回弹完成后

离地的速度为 rV ，可以定义法向恢复系数

 n n0 1e e≤ ≤ 为 

r
n

i

Ve
V

               （20） 

当 iV ≤Vy时，地面不发生塑性变形，法向恢复

系数 n 1e  ；当 Vi >Vy时，落石离地时的动能等于地

面弹性恢复对落石所做的功，由式（19）可得 
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式中： 2
1 p p( ) /a R    。 

将式（17）、（18）代入式（20），得 

2
2

r
1 3( )
2 10

FmV
Ea



            （22） 

将式（22）代入式（20），得 
2

2
n 2

i

3( )
5

Fe
Ea mV



             （23） 

落石在压缩阶段，动能全部转化为地面的变形

能： 

  2
i y y y 1 y

1 2 1
2 5 2

mV F F F        （24） 

根据式（5）、（6）、（16），得 
2 2

y2
i y y

y

( )1 2
2 5 2

F F
mV F

Rp




 
       （25） 

根据式（7）、（11），得 

2 2 2
y i y

1( ) 2
6

F Ea mV mV    
 

     （26） 

将式（26）代入式（23），再与式（8）和式（17）
联立得 

 p y 1


Fy

F *
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B 
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O 
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联立式（6）、（9）和（25）得 
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将式（28）代入式（27）得到法向恢复系数的

表达式[10－11]： 
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2.2.2 切向恢复系数计算 
图 3 表示椭圆形落石的 3 种可能碰撞形式，椭

圆形落石的质心坐标为 G G( , )n  t ，接触点中心坐标

为 p p( , )n  t ， n G P t G P,d n n d t t    ， nd 恒大于 0。
定义切向恢复系数为 

 2

1

, 1 1t
t t

t

Ve e
V

  ≤ ≤         （30） 

式中： 1tV 为碰撞前的切向速度， 2tV 为碰撞后的切

向速度。 
根据 td 的大小可分为以下 2 种情况：①当

0td  时， 0te  落石碰撞后要向前运动，如图 3（a）
所示；②当 0td  时， 0te  落石碰撞后沿坡面滑动，

如图 3（b）所示；③当 0td  时， 0te  落石碰撞

后向后运动，如图 3（c）所示。 te 的大小可以根据

现场推石试验或者由崩塌遗迹的岩块位置估算，其

确定方法与按牛顿碰撞理论确定切向恢复系数的方

法类似，区别在于要先判断运动方向。根据 Hunger
和胡厚田等[12]的研究，考虑瞬间摩擦的作用，切向

速度大小在碰撞过程中损失率约为 10 %。 
 

 

 
 
        

(a) 向前运动      (b) 沿坡面滑动      (c) 向后运动 

图 3  落石碰撞的 3 种可能形式 
Fig.3  Different possibilities for the block at the impact 

2.3  斜抛运动阶段 
当落石在碰撞后法向恢复系数和切向恢复系数

均大于 0 时，落石将离地做斜抛运动。落石做斜抛

运动的危害性极大，工程设防时常采用阻挡结构物，

因此，需要确定落石做斜抛运动的弹跳最大高度和

最大水平运动距离。 
落石做斜抛运动时没有和地面接触，如果忽略

空气阻力的影响，可以根据能量守恒得到弹跳的最

大高度为 

 2
3 r 1 2 1

1 cos sin
2 th V V

g
         （31） 

式中： 3h 为弹跳最高点与坡面碰撞点的竖直距离。 
如图 1 所示，最大水平运动距离为 

 3 2r
1 2

2
t

h hVL V
g g

 
  
  

       （32） 

式中： 1L 为起跳点与下一个碰撞点的水平距离。 
2.4  滑动阶段 

当落石与坡面碰撞后的法向速度为 0 而切向速

度不为 0，且 0td  时，落石会沿坡面滑动。下滑

时的速度为 

  2
4 2 2 2 32 sin cost tV gL f V       （33） 

式中： f 为滑动摩擦系数； 2L 为滑动的距离； 3tV 为

碰撞后的切向初速度； 4tV 为滑动后的切向速度。 
如果已知滑动后坡面的坡度不变且坡面较长

时，可以根据上式计算出落石滑动停止时所经过的

切向距离。 
2.5  滚动阶段 

当落石与坡面碰撞后法向速度为 0，而 0td  ，

切向速度反向时，落石会向后滚动。落石滚动与落

石形状和落石的运动速度等有关。 
 

 
 

 
 
 
 
 

图 4  椭圆形落石滚动过程 
Fig.4  Rolling stage of elliptical rockfall 

 
忽略滚动摩擦的影响，要使椭圆形落石连续滚

动，即要使落石滚动通过质心离水平面最高点位置

时角速度大于 0，必须满足： 

n 

t 

G 

P 

dn 

dt 
P 

G 
dn t 

n 

dt 

P 
 

t 

G 

n 

c 

G 
G 

dn 

L4 

 2 
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  2 2
n t5 G 2

1 1 0
2 2

mg c d mV I         （34） 

式中： c 为椭圆形落石的长轴长度； t5V 和 2 为碰

撞结束后开始滚动时的切向速度和角速度； GI 为落

石的转动惯量。 
如果落石滚动过程中不满足式（34），落石将在

滚动起始点与质心最高点间来回滚动，最终静止在

这一范围内。 
如果落石满足式（34），根据椭圆形落石滚动过

程机械能守恒，可得 

 

 

2 2 2 2
3 t4 n4 G 3

2 2
t5 G 2 n4 n

1 1
2 2
1 1
2 2

m d d I

mV I mg d d

 



    

       （35）
 

式中： t 4d 和 n4d 为滚动过程中任意时刻的质心与接

触点的相对位置； 3 为滚动过程任意时刻的滚动角

速度。 

3  算  例 

本文对万州首立山危岩 W49 进行计算，W49
所在岩层产状为 160°∠5°，危岩地质剖面如图 5
所示。将落石近似简化为长轴为 8 m、短轴为 4 m
的椭圆，质心离地面高度为 9 m，落石重 6 200 kg。
危岩下方地面主要为 0.9 m 厚的粉质黏土，弹性模

量为 1.8 MPa，泊松比为 0.4，且地面接近水平。椭

圆形落石长轴与竖直方向的夹角为 25°。 
 

 
图 5  W49 危岩剖面示意图 

Fig.5  Cross-section of W49 in Shoulishan 
 
本文计算结果表明：落石在失稳后先沿结构面

滑动，滑动面摩擦系数为 0.2，落石脱离滑面的水  
平方向速度和竖直方向速度分别为 4.83 m/s 和  
2.25 m/s。离开滑面后落石与危岩下方的地面碰撞，

碰撞前的竖直方向速度为 14.21 m/s。落石接触面中

心的曲率半径为 2.89 m，由于接触面地面为松散的

黏土，弹性变形小、塑性变形大且临界屈服应力接

近于 0，因此，法向恢复系数为 0.27，切向恢复系

数为 0.3，碰撞前后速度方向相反。所以，碰撞后落

石将向后滚动，直到与山体接触后稳定。法向恢复

系数 ne 与碰撞前的速度 iV 关系如图 6 所示。从图中

可知，法向恢复系数随碰撞前速度的增加而减小，

而且落石块度越大，恢复系数越大。 
 

 
图 6  法向恢复系数与碰撞前速度的关系 

Fig.6  The relationship between normal coefficient of 
restitution and input velocity 

 
根据文献[6]的研究，落石与地面碰撞的恢复系

数如表 1 所示，其中文献[6]假定落石形状为圆形。

本算例中山坡表层覆盖物为松散的坡积层，查表 1
可得法向恢复系数为 0.3，大于本文解。落石的椭圆

形假定与圆形假定的最大区别在于椭圆形假定可以

考虑运动方向。对比分析表明，本文的碰撞恢复系

数求解公式考虑了岩土体材料的弹塑性变形，物理

意义清晰，因而更加符合实际。 
 

表 1  法向恢复系数表[6] 
Table 1  The recovery factore 

序号 山坡表面覆盖物情况 恢复系数 e 

1 基岩外露 0.7 

2 密实的岩块堆积层 0.5 

3 长有草皮的光滑坡面 0.3 

4 松散的坡积层、堆积层等 0.3 

5 基岩埋藏不深（≤0.5 m）的山坡 0.5 

 

4  结  论 

（1）本文将落石运动分为 5 种形式：自由落体

运动、斜抛运动、碰撞、滑动和滚动，实际中的落

石为其中某几种运动形式的组合。 
（2）本文将落石近似成椭圆形，考虑了落石形

状对落石运动轨迹的影响。 
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（3）算例分析表明：落石与地面碰撞法向恢复

系数随碰撞前速度的增加而减小，而且落石块度越

大，恢复系数越大。 
（4）考虑了落石与地面碰撞的弹塑性变形不仅

得到了恢复系数的计算公式，而且能够计算碰撞冲

击力，可以为工程设防提供合理依据。 
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